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Bakgrund

Fredrik Hiibinette och jag pratade for ett tag sen om raytracing. Hubbe hade
en idé om att gora en forprocessor till en raytracer/doomklon; tanken &r att
utgdende fran en lista av trianglar dela upp rummet i ett antal konvexa
polyedrar, och tabellera dessa. For att gora den uppdelningen behéver man
bland annat 16sa problemet att avgora om en triangel skir en polyeder,
avgrinsad av plan. Och just den sortens konvexa polyedrar &r
simplexalgoritmen bra pa att hantera.

Plan representeras av sin normalvektor 7 och sitt avstand c till origo:

P={F=(z,y,2):T-m=c} (1)

Ett halvrum representeras pa samma sétt, men med likheten ersatt av en
olikhet. En konvex polyeder ges av snittet mellan att antal sadana halvrum.
For att det ska vara enkelt att anvinda simplexalgoritmen kréavs dessutom att
x,y, z,¢ > 0. Att |n| = 1 dr ddremot inte viktigt.

En triangel representeras av det plan som den ligger i, tillsammans med
ytterligare tre plan som avgransar triangeln. Med andra ord, som snittet
mellan ett plan och tre halvrum.

Givet ett antal trianglar och ett antal konvexa polyedrar, s& kan man gora
s& hér (i pseudopythonkod)

for t in triangles:
for p in polyeders:
if intersectp(p, t):
pl, p2 = split(p, t)
polyeders.replace(p, pl, p2)

Hér betyder split att lata det plan som triangeln ligger i skdra polyderern i
tva delar, vilket ar rétt enkelt. Det kluriga &r intersectp, att avgdra om en
triangel skir en polyeder eller inte. Den hér artikeln férsoker reda ut hur detta
problem kan 16sas med hjélp av simplexalgoritmen.

Simplexanpassad problemformulering

Vi vill undersoka snittet mellan en triangel och en konvex polyeder. Snittet ges
av 16sningsméngden till

T-mo= (2)
roa; < a;,for1<i<k (3)
b > B, for1<i<l (4)

Hair ska samtliga ¢, a;, 8; > 0. Ekvation (2) beskriver planet som triangeln
ligger i, medan olikheterna beskriver bade polyedern och avgrinsningen av
triangeln.

Forsta steget dr att infora sa kallade slackvariabler, for att kunna ersétta
olikheterna med likheter. D& ersétts ekvationerna (3) och (4) av

Toa+s; = a«qp,for1<i<k (5)
Fobi—r = Bi,for1<i<lI (6)



Aven 7, 8; > 0.

Vi har nu m = 1+ k +1 ekvationer, i de 3+ k 4 [ variablerna {z,y, z, s;,7; }.
I simplexalgoritmen hanterar man tilldtna basldsningar, vilket betyder att man
satter alla varibler utom m stycken till 0 (s& kallade icke-basvariabler) och
16ser ut de 6vriga m basvariablerna ur ekvationssystemet. For att resultatet
ska ligga i det tillatna omradet krivs dels att det ekvationssystem man far nér
man stryker icke-basvariablerna ar inverterbart, dels att elementen i
16sningsvektorn av basvariabler ar icke-negativa.

I vart ekvationssystem &r det mest praktiskt att starta med x =y =2 =10
och s; = ;. Det vill séiga, s;:na &r basvariabler, och z,y, x dr icke-basvariabler.
For att fa tillrackligt manga behidndiga basvariabler infor vi s& kallade
artificiella variabler i ekvationerna (2) och (6). Da far vi ett nytt
ekvationssystem,

T-m+wy = ¢ (7)
Toai+s; = «,1<i<k (8)
Tobi—ritw = Bi,1<i<l (9)
T,Y,2, 8, i, w; > 0 (10)

En 16sning till detta ekvationssystem ger en punkt i det snitt vi &r intresserade
av, om och endast om alla w; = 0. Déarfor sdker vi minimum av

f=> w (11)

Triangeln och polyedern skir varandra om och endast om detta minimum é&r 0.
Vi har nu m =1+ k + [ ekvationer i 1 + k 4 2[ variabler, och fér detta nya
problem kan vi enkelt véilja en startpunkt: vélj som basvariabler s; = «; for
1<i<k wg=c,w;=p0torl1<i<lI
Innan vi startar simplexalgoritmen maste vi eliminera basvariablerna ur
malfunktionen. Om vi 18ser ut w;:na, sitter in i (11), och flyttar Gver
konstanterna, far vi

l l
FAT- @+ b)) =Y ri=c+ Y Bi (12)

1

Hela tiden i simplexalgoritmen har man delat upp variablerna i m
basvariabler och n — m icke-basvariabler, vilket svarar mot ett visst horn i det
tillatna omradet. Och man eliminerar basvariablerna ur malfunktionen.

For att minska virdet pa f i ekvation (12), si tar vi nagon av de variabler
vars koefficient ar positiv, och 6kar den. Detta &r var inkommande basvariabel.
Vi kan oka den dnda tills ndgon av basvariablerna (som inte ingr i
malfunktionen, utan bara i bivillkoren) blir 0. De. Vi tar alltsa och byter ut en
av basvariablerna, pa ett sddant sitt att malfunktionens virde minskar. Pa
samma gang sa flyttar vi oss ldngs en kant i det tillatna omradet fran ett horn
till ett grannhérn. For detaljer, se nésta avsnitt.

Simplexalgoritmen kan stoppa pa tva sitt

e Ingen inkommande basvariabel: Om ingen av icke-basvariablerna har en
positiv koefficient i uttrycket for malfunktionen, sa betyder att det inte



gar att minska malfunktionen ytterligare. I vart fall s skér triangeln och
polyedern varandra om och endast om malfunktionens viarde ar 0. Men
eftersom man i praktiken anvénder flyttal, sa far man i stéllet anvinda
villkoret f < e.

e Ingen utgaende basvariabel: Om den nya basvariabeln kan ckas
obegransat utan att nan av de andra variablerna blir 0, s& &r
maélfunktionen nedat obegransad. I vart fall kan det egentligen inte
intraffa; malfunktionen 3 w; kan aldrig bli negativ. Men konstiga
avrundningsfel skulle méjligen kunna stoppa simplexalgoritmen hér i alla
fall.

Simplexalgoritmen

For att 16sa ett minimeringsproblem med n variabler och m bivillkor, sa
anvinder vi foljande data: en n-vektor ¢, en m X n-matris A, ett hogerled b
som &r en vektor av m icke-negativa tal, och en indexvektor B av m index som
beskriver de aktuella basvariablerna. Dessutom behéver vi ett "hogerled” till
malfunktionen, som vi kallar by (detta tal kan i allménhet vara negativt, men
inte med den malfunktion vi anvénder). Problemet kan da formuleras

minf da f+clz = b (13)
Az = b (14)
z; > 0,for1<i<n (15)

Nér vi arbetar med problemet vill vi hela tiden ha det pa kanonisk form,
vilket betyder att basvariablerna ska vara eliminerade ur (13), och att
motsvarande kolonner i A ska bilda en enhetsmatris. Med andra ord ska
Agp; = Oj. Man behover forstis inte spara dessa koloner i A, och i vilket fall
sa maste man rédkna som om elementen dar ar exakt O och 1.

Simplexalgoritmen gar ut pa att genomfora foljande tre steg dnda tills nat
av stoppvillkoren ar uppfyllt.

e Vilj ny inkommande basvariabel.
e Vilj utgaende basvariabel.

e Gor radoperationer i A, b och c tills problemet &r pa kanonisk form (for
den nya uppséttningen basvariabler).

Ny inkommande basvariabler maste véljas bland de som har positiva
koefficienter i méalfunktionen, det vill séga i ¢. Men vilken ska man ta om det
finns flera? En variant &r att helt enkelt ta den som &r storst. Men d& kan
man, om man har riktig otur, raka utfor att algoritmen bérjar cykla. Vill man
forsdkra sig mot cykling sa kan man i stéllet ta den av variablerna som har
lagst index (kallas Blands regel).

Om vi har valt z,. som inkommande basvariabel, s& viljer vi som utgaende
basvariabel den som forst blir 0 ndr vi 6kar x,.. Det ar bara de basvariabler
som har Az, > 0 som kommer att minska. Och av dessa s& ar det den
basvariabel xp, for vilken by /Ay, dr minst som forst blir 0. Med andra ord,



bestdm det k som uppfyller Ay, > 0 och minimerar by /Ayg,. Da blir zp,
utgéende basvariabel, och vi kommer ihag det genom att sétta By = r.

Nu har vi &ndrat uppséttningen av basvariabler, genom att sétta By = r.
For att fa problemet pa kanonisk form sa eliminerar vi element ur A pa
ungefar samma sétt som vid vanlig gausselimination. Forst delar vi rad k i
A-matrisen med Ag,., si att Ag,. = 1. Sen subtraherar vi multipler av denna
rad fran 6vriga rader i A, sa att resten av elementen i kolonn r blir 0. Pa
samma sétt elimineras ¢, ur malfunktionsraden. Och sa maéste vi férstas gora
likadant med hoégerleden.

Om A, B,¢,b, by &r de ursprungliga virdena, och A’, B’, ¢, V', b, betecknar
de nya véardena, sa kan en iteration beskrivs s& har:

1. Om alla ¢; < 0, stoppa.
2. Valj ett r, med ¢, > 0 (med eller utan Blands regel).
3. Om alla A;,. <0, stoppa.

4. Tag minimum av {b;/A;.|A;jr > 0}, och lat k vara det légsta index som
ger minimum.

5. Sétt B = B; for j # k, By, = .

6. Satt Aj, = Ay /A, och b, = by /Ak,. (Ai betecknar hir rad k1 A).
7. For j # k, séitt A} = Aj — Ajr A och b, = b; — Ajby.

8. Sétt ¢ = ¢ — ¢, Ay och by = by — ¢, by,

Det antal steg som behdvs for att hitta minimum &r oftast mindre &n 3m,
dar m ar antalet bivillkor.

Exempel

Vi vill underséka om polyedern

r+y+z < (16)
T,Y,2 > (17)
skér triangeln
r—z = 1 (18)
y > 1 (19)
x < 3 (20)
—z+y < 1 (21)

Infor vi slackvariabler i olikheterna far vi ekvationssystemet

r+y+z+s1 = 2 (22)
r—z = 1 (23)

y—r = 1 (24)

r+s2 = 3 (25)
—r4+y+s3 = 1 (26)
x,v,2,51,52,83,7 > 0 (27)



Vi saknar basvariabler i ekvationerna (23) och (24), och behéver dérfor

inféra tva artificiella variabler wq, wo.

T Yy zZ 81 S2 S3 roowi wo
f 0 0 0 0 0 O 0 -1 —-11|0
S1 1 1 1 1 0 0 0 0 012
wy 10 -1 0 0 O 0 1 011
wWa 0 1 0O 0 0 0 -1 0 111
S92 1 0 0 0 1 0 0 0 013
s3 | —1 1 0 0 0 1 0 0 01

Den 6versta raden ska tolkas f — w; — wg = 0. Den &r inte pa kanonisk form,

eftersom basvariablerna wi, wy inte har eliminerats. Men detta gors enkelt

genom att addera deras rader till malfunktionen

r vy zZ 81 S2 S3 T w1 W2
Ffl 11 -1 0 0 0 -1 0 0]2
S1 11 1 1 0 0 0 0 02
wy 10 -1 0 0 O 0 1 0|1
Wa 0 1 0O 0 0 0 -1 0 111
S2 1 0 0 0 1 0 0O 0 013
s3 | —1 1 0 0 0 1 0 0 O0f1

Mojliga inkommande basvariabler &r x och y. Vi véljer z. Eftersom

b1/A11 = 2,ba/As = 1,by/Ag1 = 3, s& blir wy utgdende basvariabel. Den nya

tablan blir

r vy zZ 81 S22 S3 T ow W2
f10 1 0o 0 0 0 -1 -1 0]1
s 10 1 2 1 0 O 0 -1 01
z|1 0 -1 0 0 O 0 1 0]1
wy | 0 1 0O 0 0 0 -1 0 111
s2 |0 0 1 0 1 0 0 -1 02
s3/0 1 -1 0 0 1 0 1 012

Nu véljer vi y som inkommande basvariabel, och méjliga utgaende

basvariabler blir s1,ws. Eftersom malet ar att f& ner de artificiella variablerna

till 0 s& borde man vélja ws som utgaende variabel, men vi leker dum

datanmaskin och valjer s; eftersom den ar forst.

r Yy z S1 S2 83 T wp W2
f100 -2 -1 0 0 -1 0 010
y|01 2 1 0 0 0 -1 01
z |1 0 -1 0 0 O 0 1 0|1
wy |0 0 -2 -1 0 0 -1 1 110
s2 |0 0 1 0 1 0 0 -1 0|2
s310 0 -3 -1 0 1 0 2 011

Nu ar alla ¢; <0, s& vi har kommit fram till minimum. Vi ser, fran forsta
raden, att f = 0 4r minimum, och kan dra slutsatsen att triangeln skér

polyedern. Vi kan ocksa ldsa ut virdena pa alla variabler: z =s; =r =w; =0

(icke-basvariabler), och y = 1,2 = 1,wy = 0,85 = 2,83 = 1. Man kan



kontrollera att detta verkligen &r en l6sning till de ursprungliga
ekvationssystemet.

Slutsatsen &r alltsa att polyedern och triangeln skir varandra, och att
snittet innehéller punkten (z,y, z) = (1,1,0).



